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– J’ai fait les deux Écoles et ça n’a rien changé!
– Pff tu racontes n’importe quoi y a que Michel Sardine qu’a fait les deux Écoles !
– Ouais mais du coup lui il est libre de faire l’amour et d’aller à la messe !
– Pff encore portnawak y a que Max qu’est libre !

I Questions préliminaires

1. − Si h est diagonalisable, son polynôme minimal mµH est simplement scindé. Or

∀x ∈ W, µH(h|W )(x) = µH(h)(x) = 0 ;

si bien que µh est un polynôme annulateur de h|W . Ainsi le polynôme minimal de h|W divise µh ; et est
donc simplement scindé ; ce qui entraîne que h|W est diagonalisable.

2 . −Un invariant matriciel

a) Si M et M0 sont semblables,

∃P ∈ GLn(C), M0 = PMP−1 .

Il s’ensuit que
∀k ∈ N, Mk

0 = PMkP−1 ;

si bien que
∀k ∈ N, KerMk

0 = PKerMk ;

si bien que P représentant un automorphisme

∀k ∈ N, dim
(

Ker (Mk
0 )
)

= dim
(

Ker (Mk)
)

;

ce qui entraîne finalement
∀k ∈ N, δk(M) = δk(M0) .
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b) Notons B := (ei)1 ≤ i ≤ r ∈ Cr la base canonique de Cr. Alors

∀1 ≤ i ≤ r − 1, Jrei = ei+1 et Jr(er) = 0 .

On en déduit, par une récurrence immédiate, que

∀1 ≤ k ≤ r, ∀1 ≤ i ≤ r − k, Jkr (ei) = ei+k
∀r − k + 1 ≤ i ≤ r, Jkr (ei) = 0 .

Il s’ensuit que
∀1 ≤ k ≤ r, Ker (Jkr ) = Vect

{

er−k+1 . . . er
}

;

si bien que
∀1 ≤ k ≤ r, dim

(

Ker (Jkr )
)

= k .

On en déduit que,

∀1 ≤ k ≤ r − 1, δk(Jr) = −(k + 1) + 2k − (k − 1) = 0 .

Il sensuit que Jrr = 0 et par conséquent

∀k ∈ N, k ≥ r ⇒ Jkr = 0 ;

autrement dit
∀k ∈ N, k ≥ r ⇒ Ker (Jkr ) = C

r .

Ceci entraîne que
∀k ∈ N, k > r ⇒ δk(Jr) = 0 .

Enfin :

δr(Jr) = −dim
(

Ker (Jr+1
r )

)

+ 2dim
(

Ker (Jrr )
)

− dim
(

Ker (Jr−1
r )

)

= −r + 2r − (r − 1)

= 1 .

c) Pour tout (M,M1,M2) ∈ Mn(C)×Mn1
(C)×Mn2

(C), avec n = n1 + n2, l’écriture M =
diag(M1,M2), correspond à la décomposition en somme directe de Cn = V1 ⊕ V2 avec V1 =
Vect

{

e1, . . . , en1

}

et V2 = Vect
{

en1+1, . . . , en
}

(où (ei)1 ≤ i ≤ n ∈ Cn est la base canonique de Cn .

Alors pour tout x ∈ Cn il existe un unique couple (x1, x2) ∈ V1 × V2 tel que x = x1 + x2 .

Il s’ensuit que
Mx = M1x1 + M2x2 .

Alors
Mx = 0 ⇔ M1x1 = M2x2 = 0 ;

si bien que Ker (M) = Ker (M1) ⊕ Ker (M2) ; si bien que

dim
(

Ker (M)
)

= dim
(

Ker (M1)
)

+ dim
(

Ker (M2)
)

.

Comme de plus, ∀k ∈ N, Mk = diag(Mk
1 ,M

k
2 ), il résulte de ce qui précède que

∀k ∈ N
∗, δk(M) = δk(M1) + δk(M2) .
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II Algèbre linéaire sur les polynômes de Laurent

3 . −

a) Pour F ∈ C[X ], π(F ) = 0, donc ξ̂
(

π(F )
)

= 0 . Comme XF ∈ C[X ], π(XF ) = 0 ; si bien que

ξ̂(F ) = 0 . Donc
∀F ∈ C[X ], ξ̂

(

π(F )
)

= ξ̂(F ) .

∀F ∈ D, π(F ) = F ⇒ ξ̂
(

π(F )
)

= ξ̂(F ) .

Comme C[X±1] = C[X ] ⊕ D et que ξ̂ et π sont linéaires, il résulte des deux égalités ci-dessus que

∀F ∈ C[X±1], ξ̂
(

π(F )
)

= ξ̂(F ) .

b) La formule étant linéaire en P ∈ C[X ], et en F ∈ D, il suffit de la montrer pour

P = Xk , F = X−ℓ , (k, ℓ) ∈ N× N .

C’est essentiellement immédiat et on a donc

P (ξ)(F ) = π(PF ) .

4 . −Image et noyau des puissances de ξ

—
∀k ∈ N

∗, X−k = ξn(X−k−n) ;

si bien qu’il existe une base de D dont chacun des éléments a un antécédent ; ce qui prouve, puisque
ξ est linéair,qu’elle est surjective.

—
∀F ∈ D, F ∈ Ker (ξn)
⇔ ξn(F ) = 0
⇔ π(XnF ) = 0
⇔ val(XnF ) ≥ 0
⇒ val(F ) ≥ −n
⇔ F ∈ Vect

{

X−n, . . . , X−1
}

;

La famille X−k ,1 ≤ k ≤ n étant libre, c’est une base de Ker (ξn) .

5 . −Sous-espaces cycliques

— Un sous-espace Dr ξ-stable et tel que X−R ∈ Dr, contient nécessairement ξn(X−r) pour tout
n ∈ N . Ceci équivaut à ce qu’il contiennent tous les ξk(X−r) 0 ≤ k ≤ r − 1, puisque pour
n ≥ r ξn(X−r = 0 .

Or Vect
{

X−k
}

,1 ≤ k ≤ r est évidemment ξ-stable ; et c’est donc le sous-espace Dr cherché.

— La matrice de ξ dans la base ci-dessus est le bloc de Jordan 1 Jr
2.

1. Ah non pas l’amant de la princesse bien sûr
2. Pas non plus le mec avec son chapeau texan.
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III Prolongements compatibles

6. −

a) Tout d’abord 0(u)(v) = 0 ∈ W ; c’est-à-dire que 0 ∈ I ; si bien que

I 6= ∅ .

Pour tous (P,Q) ∈ I × I et (A,B) ∈ C[X ],

(AP +BQ)(u)(v) = A(u) ◦ P (u)(v) + B(u ◦Q(u)(v) .

Or, par hypothèse, P (u)(v) ∈ W, et Q(u)(v) ∈ W. Par ailleurs, pour tout w ∈ W, u(w) ∈ W, (W
est u-stable.) Par conséquent, ∀k ∈ N, jk(w) ∈ W ; si bien que, W étant un C-espace vectoriel, pour tout
R ∈ C[X ], R(u)(w) ∈ W .

Ainsi
A(u)

(

P (u)(v)
)

∈ W et B(u)
(

Q(u)(v)
)

∈ W ;

si bien que
A(u) ◦ P (u)(v) + B(u) ◦Q(u)(v) ∈ W ;

ce qui prouve que (AP +BQ) ∈ I ; et donc que I est un idéal de C[X ] .

b) Puisque u est nilpotent il existe n ∈ N tel que un = 0. Alors

Xn(u)(v) = un(v) = 0 ∈ W ;

si bien que Xn ∈ I . Il s’ensuit que l’ensemble

{k ∈ N ; Xk ∈ I} 6= ∅ .

Puisque NN est bien ordonné, l’ensemble ci-dessus possède un plus petit élément r ; c’est-à-dire que
Xr ∈ I .

Or C[X ] est un anneau principal (théorème des la division euclidienne,) si que

∃µ ∈ C[X ], I = µC[X ] ;

et on peut même supposer µ unitaire.

Alors µ|Xr ; si bien que µ = Xk, k ≤ r . Or on a défini r comme le plus petit entier ℓ tel que
Xℓ ∈ I ; si bien que k = r ; i.e. µ = Xr ; i.e.

I = Xr
C[X ] .

c) — ∀w ∈ W, w = 0(u)(v) + w ∈ W ; si bien que

W ⊂ W0 .

— v = 1(u)(v) + 0 ∈ W .

— ∀(P,w) ∈ C[X ]×W, u
(

P (u)(v) + w
)

= u
(

P (u)(v)
)

+ u(w) = (XP )(u)(v) + u(w) .

Or u(w) ∈ W donc
u
(

P (u)(v) + w
)

∈ W .
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d) On a démontrer à la question 4 que ∀n ∈ N, ξn est surjectif. Or par définition Gv = φ
(

ur(v)
)

∈ D ;
et possède donc un antécédent Fv par ξr .

e) Soit (P,w) ∈ C[X ]×W tel que P (u)(v) = w .

Ceci entraîne, en particulier, que P (u)(v) ∈ W ; i.e. P ∈ I . Or d’après le point b , Xr|P ; si bien
qu’il existe Q ∈ C[X ] tel que P = XrQ .

Alors

φ(w) = φ
(

P (u)(v)
)

= φ
[

Q(u)
(

ur(v)
)]

= Q(−ξ)
[

φ
(

ur(v)
)]

= Q(ξ)
(

φ(Gv)
)

= Q(ξ)
(

ξr(FV )
)

= P (Fv) .

f) Soit (P,Q,w, z) ∈ C[X ]× C[X ]×W ×W tel que

P (u)(v) + w = Q(u)(v) + z ∈ W .

Il en résulte, en particulier, que

(P −Q)(u(v) = P (u)(v)−Q(u)(v) = z − w ∈ W ;

si bien que P −Q ∈ I ; et qu’il existe donc R ∈ C[X ] tel que

Q = P + XrR (cf. le point b .)

Alors :

P (ξ)(Fv) + φ(w)−Q(ξ)(FV )− φ(z) = R(ξ)
(

ξr(Fv)
)

+ φ(w − z)

= R(ξ)(Gv) + φ(w − z)

= R(ξ)
[

φ
(

ur(v)
)]

+ φ(z − z)

= φ
[

R(u)
(

ur(v)
)]

+ φ(w − z)

= φ
(

(XrR)(u)(v) + w − z
)

= φ(0)

= 0 .

Il est clair que φ0|W = φ . Par ailleurs, par construction

ξ ◦ φ0 = φ0 ◦ u|W0
.

7. − Considérons l’ensemble P des sous-espaces couples (W,φ) où W est u-stable et φ compatible
i.e.

ξ ◦ φ = φ ◦ u|W .

L’ensemble P est non vide puisque (0, 0) ∈ P . Considérons (W,φ) ∈ P tel que dimW est maxi-
male.

Si W 6= V, d’après la question 6, il existe (W,0 , φ0) ∈ P tel que W est strictement inclus dans W0 ;
si bien que

dimW0 > dimW .

Ceci contredit la maximalité de la dimension de W ; si bien que

W = V .

IV Théorème de décomposition pour les endomorphismes nilpotents
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8 . −Scindage d’un sous-espace cyclique maximal

a) — Puisque un−1(v0) 6= 0,
— d’une part la famille constituée du seul élément un−1(v0) est libre ;
— d’autrepart

∀0 ≤ i ≤ n− 1, ui(v0) 6= 0 .

Soit 0 ≤ k ≤ n− 1 et supposons que la famille
(

un−1−k(v0), . . . , u
n−1(v0)

)

est libre. Nous ve-
nons de remarquer que c’est le cas pour k = 0 . Soit (ai)0 ≤ i ≤ k+1 ∈ C tel que

k+1
∑

i=0

aiu
n−1−i(v0) = 0 .

Alors :

0 = u
(

k+1
∑

i=0

aiu
n−1−i(v0)

)

=

k+1
∑

i=0

aiu
n−i(v0)

=

k+1
∑

i=1

aiu
n−i(v0) ;

ce qui entraîne, sous l’hypothèse que nous avons faite, que

∀1 ≤ i ≤ k + 1, ai = 0 .

Il s’ensuit que a0un−k−1(v0) = 0 ; ce qui entraîne, puisque un−k−1(v0) 6= 0, a0 = 0 ; et donc
finalement que la famille

(

un−k−1(v0), . . . , u
n−1(v0)

)

est libre ; et finalement par récurrence que la
famille

B :=
(

v0, . . . , u
n−1(v0)

)

est libre .

— Comme

∀0 ≤ i ≤ n− 2, u
(

ui(v0)
)

= ui+1(v0) ∈ W et u
(

un−1(v0)
)

= un(v0) = 0 ∈ W ,

W est u-stable.

— v0 appartient, pour ainsi dire tautologiquement à W.

— Enfin les remarques faites précédemment montrent que la matrice de u dans la base ui(v0) ,0 ≤ i ≤ n−1

est le bloc de Jordan 3 Jn .

b) — Puisque B est une base de W, il existe une unique application linéaire

φ : W → D , ui(v0) 7→ Xn−n+i ,0 ≤ i ≤ n−1 .

— La famille X−n+i ,0 ≤ I ≤ n−1 étant libre dans D, φ est injective.

3. Pas l’amant de la princesse bien sûr !
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—
∀0 ≤ i ≤ n− 2, φ

[

u
(

ui(v0)
)]

= φ
(

ui+1(v0)
)

= Xn−i+1

= X ·X−n+i

= ξ(X−n+i)
= ξ

[

φ
(

ui(v0)
)]

.

De plus

φ
[

u
(

un−1(v0)
)]

= φ
(

un(v0)
)

= φ(0)

= 0

= ξ(X−1)

= ξ
[

φ
(

un−1(v0)
)]

.

On a donc montré, puisque B est une base 4 que

ξ ◦ φ = φ ◦ u|W .

c) Puisque ψ est compatible
∀v ∈ V, ξn

(

ψ(v)
)

= ψ
(

un(v)
)

= 0 ;

c’est-à-dire que
Imψ ⊂ Ker (ξn) .

d) — Puisque ψ|W = φ, pour tout w ∈ W ∩Kerψ , w ∈ Kerφ . Or φ est injective, donc

W ∩ Kerψ = 0 .

— Par ailleurs
Imψ ⊂ Ker (ξn)

⇒ dim
(

Imψ
)

≤ dim
(

Ker (ξn)
)

≤ dim
(

Vect
{

X−i
}

,1 ≤ i ≤ n

)

≤ n

⇒ dim
(

Kerψ
)

≥ dim V − n

≥ dim V − dimW ;

ce qui prouve que
V = W ⊕ Kerψ .

— Enfin
∀v ∈ Kerψ, ψ

(

u(v)
)

= ξ
(

ψ(v)
)

= ξ(0)
= 0 ;

ce qui prouve que Kerψ est u-stable.

4. L’hypothèse que B est génératrice suffirait.
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9 . −Théorème de décomposition : existence

Raisonnons par récurrence sur la dimension d de V.

Pour d = 0 le résultat est trivial.

Soit d ∈ N et supposons le résultat établi pour tout (V, u) avec dim V ≤ d et u nilpotent.

Soit V de dimension d+ 1 et u un endomorphisme de V nilpotent d’indice n ∈ N .

Comme V 6= 0, on peut construire un sous-espace W et une application ψ comme à la question 8.
Alors V = W ⊕ Kerψ . Comme v0 6= 0, dimW ≥ 1 ; si bien que

dim
(

Kerψ
)

≤ d .

On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence à
(

Kerψ, u|Kerψ

)

; ce qui donne le résultat.

10 . −Théorème de décomposition : unicité de la taille des blocs

Il faut remarquer que pout tout k ∈ N, δk(u) est précisément le nombre de blocs de taille k dans
l’écriture de la matrice de u par blocks de Jordan 5

V Version graduée du théorème de décomposition

11 . −Propriétés de h

a) Puisque hN = IdV , le polynômeXN − 1 est annulateur de h . Or ce polynôme est simplement scindé
dans C[X ] ; donc h est diagonalisable.

b)
∀v ∈ Vj, h

(

u(v)
)

− ζj+1u(v) = ζu
(

h(v)
)

− ζj+1u(v)
= ζu(ζjv)− ζj+1u(v)
= 0 ;

ce qui prouve que
u(Vj) ⊂ Vj+1 .

c) Faisons l’hypothèse que hk ◦ u ◦ h−k = ζku .

Celle-ci est vérifiée pour k = 1 .

Si elle est vérifiée pour k ∈ N,

hk+1 ◦ u ◦ h−k−1 = hk ◦ h ◦ u ◦ h−1 ◦ h−k

= hk ◦ ζu ◦ h−k

= ζhk ◦ u ◦ h−k

= ζζku

= ζk+1u ;

ce qui établit le résultat par récurrence.

Par ailleurs :

h ◦ uℓ ◦ h−1 =
(

h ◦ u ◦ h−1
)ℓ

= (ζu)ℓ

= ζℓuℓ .

5. Toujours pas l’amant de la princesse.
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12 . −Recherche d’un supplémentaire stable

a)
∀w ∈ W, u

(

p(w)
)

= u(w)
= p

(

u(w)
)

;

puisque u(w) ∈ W .

∀w ∈ W0, p
(

u(w)
)

= p(0)
= 0
= u(0)
= u

(

p(w)
)

.

Puisque V = W ⊕ W0, ce qui précède prouve que

p ◦ u = u ◦ p .

b) Puisque W est h-stable et de dimension finie, et h est un automorphisme, h(W ) = W si bien que W
est h−1-stable.

Il en résulte immédiatement que Im p ⊂ W .

Enfin, comme W est h-stable (donc évidemment hk-stable,) :

∀w ∈ W, p(w) = 1
N

N−1
∑

k=0

hk ◦ p ◦ h−k(w)

= 1
N

N−1
∑

k=0

hk ◦ h−k(w)

= w ;

i.e.

p|W = IdW .

c) Pour tout w ∈ W

p(w) = 0 ⇒ w = 0 ;

si bien que Im p ∩ Ker p = 0 ; ce qui entraîne (théorème du rang) V étant de dimension finie

V = Im p ⊕ Ker p .

Comme par ailleurs p|Im p = Idp, p est bien un projecteur.

d)

p ◦ u =
1

N

N−1
∑

k=0

hk ◦ p ◦ h−k ◦ u

=
1

N

N−1
∑

k=0

hk ◦ p ◦ (ζ−ku ◦ h−k)

=
1

N

N−1
∑

k=0

ζ−khk ◦ u ◦ p ◦ h−k

=
1

N

N−1
∑

k=0

ζ−kζku ◦ hk ◦ p ◦ h−k

= u ◦ p .
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Ainsi
p ◦ u = u ◦ p .

Par ailleurs, en se souvenant que hN = IdV ; ce qui entraîne que

∀k ∈ Z, hN+k = hk ,

on a :

p ◦ h =
1

N

N−1
∑

k=0

hk ◦ p ◦ h−k+1

= h ◦
( 1

N

N−1
∑

k=0

hk−1 ◦ p ◦ h−(k−1)
)

= h ◦ p ;

si bien que
p ◦ h = h ◦ p .

e) On a déjà montré que
V = Ker p ⊕ W .

∀v ∈ Ker p, p
(

u(v)
)

= u
(

p(v)
)

= u(0)
= 0 ;

⇒ u(v) ∈ Ker p ;
et p

(

h(v)
)

= h
(

p(v)
)

= h(0)
= 0 ;

⇒ h(v) ∈ Ker p

13 . −Version « graduée » du théorème de décomposition

a) On a vu à la question 11 que h est diagonalisable ; c’est-à-dire que

V =
⊕

λ ∈ Sp(h)

Ker (h− λId) .

Ainsi
∀λ ∈ Sp(h), un−1

|Ker (h−λId) = 0 ⇒ un−1 = 0 .

Ceci contredisant l’hypothèse faite sur l’indice n de u,

∃λ ∈ Sp(h), ∃v ∈ Ker (h− Id), un−1(v) 6= 0 .
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b) Considérons le sous-espace W u-engendré par le vecteur v donné au point précédent et suivant le
procédé de la question 8. On sait alors que la matrice de u|W est le bloc de Jordan 6 Jn .

Par construction v est un vecteur propre de h . Il existe donc λ ∈ Sp(h) tel que h(v) = λv .OrXN−1
est annulateur de h ; si bien qu’il existe a ∈ N tel que λ = ζa . Ainsi

h(v) = ζav .

En utilisant les résultats de la question 11, on a :

∀1 ≤ i ≤ n− 1, h
(

ui(v)
)

= ζ iui
(

h(v)
)

= ζ iui(ζav)
= ζa+iui(v) ;

Ce qui prouve que la matrice de h dans la base B est bien

diag(ζa, . . . , ζa+n−1) .

On a montré à la question 12 que W possède un supplémentaire Z à la fois u-stable et h-stable. Puisque
v 6= 0

dim Z < dim V ;

ce qui peut permettre d’établir le résultat par récurrence, comme à la question 9, pour peu toute fois
qu’on vérifie que u|Z et h|Z satisfont :

— u|Z est nilpotent (d’indice éventuellement ≤ n ;)
— h|Z

N = Id ce qui découle immédiatement de ce que hN = Id ;
— h|Z ◦ u|Z ◦ h|Z

−1 = ζu ; résulte également immédiatement de ce que h ◦ u ◦ h−1 = ζu .

14 . −Un exemple

a) On a montré à la question 11 que

∀j ∈ N, u(Vj) ⊂ Vj+1 ;

Il s’ensuit que
∀j ∈ N, j ≥ 1 ⇒ u3(Vj) ⊂ V0 = 0 .

Comme V = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 ,

u3 = 0 .

b) La question n’est pas claire du tout.

VI Classification des couples de matrices rectangulaires

15 . −Une réduction

L’équivalence entre (i) et (ii) est la formule de changement de base pour les applications linéaires. c

L’équivalence entre (ii) et (iii) est un produit de matrices par blocs.

6. Zut toujours pas l’amant de la princesse.
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16 . −Deux applications linéaires : décomposition

a) — H2 = Idm+n .

—

HMH−1 = HMH

=

(

Im 0
0 −In

)

·

(

0 B

A 0

)

·

(

Im 0
0 −In

)

=

(

0 B

−A 0

)

·

(

Im 0
0 −In

)

=

(

0 −B
−A 0

)

= −M .

— Il s’ensuit que
∀k ∈ N, HMkH−1 =

(

HMH−1
)k

= (−M)k

= (−1)kMk .

— Il s’ensuit que
∀P ∈ C[X ], HP (M)H−1 = P (−M) .

b) Soit λ une valeur propre de M et Vλ l’espace propre correspondant. Alors λ est valeur propre de
HMH−1 et l’espace propre associé et HVλ . Il s’ensuit que HVλ est l’espace propre associé à λ pour −M ;
autrement dit l’espace propre associé à −λ pour M .

c) D’après le théorème de Cayley-Hamilton V = KerχM(M) . Les polynômes Xr et Q sont premiers
entre eux ; le lemme des noyaux assure donc que

V = KerM r ⊕ KerQ(M) .

∀v ∈ KerM r, M rHv = H2M rHV

= H(−M)rv
= (−1)rHM rv

= 0 ;

si bien que KerM r est H-stable.

Remarquons que M et −M étant conjuguées χM = χ−M ; ce qui permet de montrer que KerQ(M)
est également H-stable.

17 . −Deux applications linéaires : cas nilpotent
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