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— T’ai fait les deux Ecoles et ¢ca n’a rien changé !

— Pff tu racontes n’importe quoi y a que Michel Sardine qu’a fait les deux Ecoles !
— Ouais mais du coup lui il est libre de faire I’amour et d’aller a la messe !

— Pff encore portnawak y a que Max qu’est libre !

I Questions préliminaires
1. — Si h est diagonalisable, son polyndme minimal mu g est simplement scindé. Or
Ve e W, pu(lyw)(x) = pu(h)(z) = 0;
si bien que py, est un polyndme annulateur de Ay . Ainsi le polyndme minimal de Ay divise py, ; et est
donc simplement scind€; ce qui entraine que /1y est diagonalisable.
2 . —Un invariant matriciel
a) Si M et M, sont semblables,

AP € GL,(C), My = PMP™".

Il s’ensuit que
VkeN, My = PM*Pt;

si bien que
Vk € N, KerMé€ — PKer M*:

si bien que P représentant un automorphisme

Vk e N, dim(Ker(Mé“)) = dim(Ker(Mk)) ;

ce qui entraine finalement
VE e N, 6p(M) = dx(M,y) .



b) Notons B := (e;), ; <, € C"labase canonique de C". Alors

Vi<i<r-—1, Jie; = e;qetJ.(e,) = 0.

On en déduit, par une récurrence immédiate, que

Vi<k<r, Vi<i<r—k, J:e) = e
Vr—k+1<i<r J¥e) = 0.

Il s’ensuit que
V1 <k <r Ker(Jf) = Vect{e,_jt1...¢};

si bien que
V1 <k <r dim(Ker(J))) = k.

On en déduit que,

Vi<k<r—1,6(J) = —(k+1) + 2k —(k—1) = 0.

Il sensuit que J = 0 et par conséquent
VkeN, k>r = J' =0;

autrement dit
VkeN, k > r = Ker(JF) = C".

Ceci entraine que
VEEN, k >1r = §(J,) = 0.

Enfin :

6(J;) = —dim(Ker (J*")) + 2dim (Ker (J))) — dim (Ker (/7))
= —r+2r—(r—1)
= 1.

¢) Pour tout (M, My, My) € M,(C) x M,,,(C) x M,,(C), avecn = ny; + ng, 'écriture M =
diag(M;y, Ms), correspond a la décomposition en somme directe de C* = V; @& V, avec V} =
Vect{el, . .,enl} et Vo = Vect{em+1, e en} (ou (€); < ; <, € C" estla base canonique de C" .
Alors pour tout z € C" il existe un unique couple (x1,z5) € Vi3 x Votelquex = x; + 9.

Il s’ensuit que
Mz = Mll’l + Mgﬂfg .

Alors
Mz = 0 & Mz, = Myxo :O,

si bien que Ker (M) = Ker (M;) & Ker (M) ; si bien que

dim (Ker (M)) = dim(Ker (M;)) + dim(Ker (Ms)) .

Comme de plus, Vk € N, M* = diag(MF, MY), il résulte de ce qui précede que



IT Algebre linéaire sur les polynomes de Laurent

3 .-

a) Pour F' € C[X], 7(F) = 0,donc&(r(F)) = 0.Comme XF € C[X], 7(XF) = 0;si bien que
£(F) = 0.Donc

~

VF € C[X], £(n(F)) = &(F).

VF e D, n(F) = F = {(n(F)) = &F).
Comme C[X*!'] = C[X] @ D et que £ et 7 sont linéaires, il résulte des deux égalités ci-dessus que
VF € CIX*H, £(n(F)) = &(F).
b) La formule étant linéaire en P € C[X],eten F' € D, il suffit de la montrer pour

P=X'F=X"* (k() € NxN.

C’est essentiellement immédiat et on a donc

P(&)(F) = =(PF).

4 . —Image et noyau des puissances de ¢

VEe N, X8 = (X"

si bien qu’il existe une base de D dont chacun des éléments a un antécédent; ce qui prouve, puisque
¢ est linéair,qu’elle est surjective.

VF €D, F Ker (£7)

& E(F) = 0

& T(X"F) = 0

& val(X"F) > 0

= val(F) > —n

& F e Vet{X™", ... X'},

La famille X % ; - ; <, étant libre, c’est une base de Ker (£7) .

5 . —Sous-espaces cycliques

— Un sous-espace D, ¢-stable et tel que X' € D, contient nécessairement £"(X ") pour tout
n € N . Ceci équivaut 2 ce qu’il contiennent tous les £¥(X~") 0 < k < r — 1, puisque pour
n>réXT"=0.

Or Vect{X *k} .1 < k < r est évidemment £-stable ; et ¢’est donc le sous-espace D, cherché.

— La matrice de ¢ dans la base ci-dessus est le bloc de Jordan ' J,. 2.

1. Ah non pas I’amant de la princesse bien sfir
2. Pas non plus le mec avec son chapeau texan.



III Prolongements compatibles

6. —
a) Toutd’abord O(u)(v) = 0 € W ;c’est-a-dire que 0 € [ ; si bien que

I#0.

Pourtous (P, Q) € I xIet(A, B) € C[X],
(AP + BQ)(u)(v) = A(u) o P(u)(v) + B(uoQu)(v).

Or, par hypothese, P(u)(v) € W,etQ(u)(v) € W.Parailleurs, pourtoutw € W,u(w) € W, (W
est u-stable.) Par conséquent, Vk € N, j*¥(w) € W ; si bien que, W étant un C-espace vectoriel, pour tout
R € C[X], R(u)(w) € W .

Ainsi

A(w) (P(u)(v)) € W et B(u)(Q(u)(v)) € W

si bien que

A(u) o P(u)(v) + B(u)o Qu)(v) € W

ce qui prouve que (AP + BQ) € I ;etdonc que [ estun idéal de C[X] .

b) Puisque u est nilpotent il existe n € N tel que u” = 0. Alors

X"(u)(v) = u"(v) =0 € W;

si bien que X" € [ .1l s’ensuit que I’ensemble
{ke N; XFeI}y #£0.
Puisque VN est bien ordonné, I’ensemble ci-dessus posseéde un plus petit élément r ; c’est-a-dire que
X" el.
Or C[X] est un anneau principal (théoreme des la division euclidienne,) si que
Ju € CIX], I = pClX];

et on peut méme supposer ;. unitaire.

Alors 1| X" ; si bien que g = X* k < 7 .Or on a défini 7 comme le plus petit entier ¢ tel que
X* € I;sibienquek = riiepu = X" ;ie

[ = X"C[X].
c) — Ywe W, w = 0(u)(v) + w € W ;sibien que
W c W,.

= 1(u)(v) + 0 € W .
— V(P w) € CIX] x W, u(P(u)(v) + w) = u(P(u)(v)) + u(w) = (XP)(u)(v) + u(w).

Or u(w) € W donc
u(P(u)(v) + w) € W.



d) On adémontrer a la question 4 que Vn € N, £" est surjectif. Or par définition G, = gb(u”(v)) € D;
et possede donc un antécédent F;, par £ .

e) Soit (P,w) € C[X] x W tel que P(u)(v) = w.

Ceci entraine, en particulier, que P(u)(v) € W ;i.e. P € I .Or d’apres le pointb, X"|P ; si bien
qu'ilexiste @ € C[X]telque P = X'Q .

Alors
d(w) = ¢(P(u)(v))
(

f) Soit (P,Q,w,z) € C[X] x C[X]x W x W tel que
Pu)(v) +w = Qu)(v)+z € W.
Il en résulte, en particulier, que
(P = Q)(u(v) = P(u)(v) = Qu)(v) = z—w € W;
sibienque P — @) € [ ;etqu’il existedonc R € C[X]tel que
Q = P + X"R(cf.lepointb .)

Alors :
P(&)(F,) + ¢(w) = QE)(Fy) — ¢(2) = R(E)(E(F)) + d(w — 2)

Il est clair que ¢op; = ¢ . Par ailleurs, par construction

§ 0 ¢ = ¢o 0 U, -
7. — Considérons I’ensemble P des sous-espaces couples (I, ¢) out W est u-stable et ¢ compatible
Le.
§o¢=¢o Ulw -
L’ensemble P est non vide puisque (0,0) € P . Considérons (W, ¢) € P tel que dim W est maxi-
male.

SiW # V, d’apres la question 6, il existe (W,q,¢g) € P tel que W est strictement inclus dans W) ;
si bien que
dim Wy > dim W .

Ceci contredit la maximalité de la dimension de W ; si bien que

W =1V.

IV Théoreme de décomposition pour les endomorphismes nilpotents
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8 . —Scindage d’un sous-espace cyclique maximal

a) — Puisque u"(vy) # 0,
— d’une part la famille constituée du seul élément ™1 (v) est libre;
— d’autrepart
YO<i<n—1,u'(v) #0.

Soit 0 < k < n — 1 et supposons que la famille (u" 7% (vy),...,u" *(vg)) est libre. Nous ve-
nons de remarquer que c’est le cas pour k& = 0. Soit (a;) < ; < ., € Ctelque

k+1

Zaiun_l_i(vo) =0.

1=0

Alors :
k+1

0= U(Z aiu”_l_i(vo))

k+1
= Z a;u™ " (vp)
i=0

k+1

_ 3" e (un)
i=1

ce qui entraine, sous 1I’hypothe&se que nous avons faite, que

Vi<i<k+1l, a =0.

Il s’ensuit que agu™ *"1(vy) = 0 ; ce qui entraine, puisque v *~1(vy) # 0,a9 = 0;etdonc
finalement que la famille (u" "%~ (vy), ..., u" *(v)) est libre; et finalement par récurrence que la
famille
B := (vo,...,u" '(vg)) estlibre .
— Comme

VO <i<n—2 u(u(v)) = u(vg) € Wetu(u""(vg)) = u"(vg) =0 € W,

W est u-stable.
— vy appartient, pour ainsi dire tautologiquement a V.

— Enfin les remarques faites précédemment montrent que la matrice de u dans la base u‘(vy) 0 <i<n-1
est le bloc de Jordan? J,, .

b) — Puisque B est une base de W, il existe une unique application linéaire

¢ W — D, u(v) = X" gcicnt.

— La famille X %% ; - ; <, étant libre dans D, ¢ est injective.

3. Pas I’amant de la princesse bien siir !



W0 <i<n-2 ou(u(w)] it ¢ (u* (v0))
P

— e

= &[o(u'(w))] -

De plus

On a donc montré, puisque B est une base * que
§ogp=¢o Uw -

c) Puisque v est compatible
YoeV, £ (y(v))
= P(u"(v))

c’est-a-dire que
Imy C Ker(£").

d) — Puisque ¢y = ¢, pourtoutw € W NKery ,w € Kerg . Or ¢ est injective, donc

W N Kery = 0.

— Par ailleurs

Imvyp C Ker (&)
= dim(Imy) < dim(Ker(£"))
< dim(Vect{X "} 1 <i<n)
< n
= dim (Ker 1/1) > dimV —n
> dimV —dim W ;

ce qui prouve que
V=W & Kery .

— Enfin
Vo € Kervp, ¢(u(v)) = g(z/)(v))

ce qui prouve que Ker v est u-stable.

4. L’hypothese que B est génératrice suffirait.



9 . —Théoreme de décomposition : existence

Raisonnons par récurrence sur la dimension d de V.

Pour d = 0 le résultat est trivial.

Soitd € N et supposons le résultat établi pour tout (V, u) avec dim V' < d et u nilpotent.
Soit V' de dimension d + 1 et  un endomorphisme de V' nilpotent d’indicen € N.

Comme V' # 0, on peut construire un sous-espace I et une application ¢) comme a la question 8.
Alors V. = W @& Kery . Comme vy # 0,dim W > 1 sibien que

dim(Kerw) < d.

On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a (Ker Y, U\Kerw) ; ce qui donne le résultat.

10 . —Théoreme de décomposition : unicité de la taille des blocs

Il faut remarquer que pout tout & € N, §;(u) est précisément le nombre de blocs de taille £ dans
I’écriture de la matrice de u par blocks de Jordan?

V Version graduée du théoréme de décomposition

11 . —Propriétés de h

a) Puisque h¥ = Idy, le polyndme XV — 1 est annulateur de / . Or ce polyndme est simplement scindé
dans C[X] ; donc h est diagonalisable.

b) |
Vo e Vi, h(u(v)) — u(v)

Cu(h(v)) = ¢ Hu(v)
Cu(¢?v) — ¢I*u(v)

ce qui prouve que
u(V;) C Vigr .
c¢) Faisons I’hypothése que h¥ o u o h™% = (Fu.
Celle-ci est vérifiée pour k = 1.
Si elle est vérifiée pour £ € N,
P louoh™ 1 = hfohouoh™toh™
= hFoCuoh™
= ChFouohn™
= (Ctu
Ck—Hu .

ce qui établit le résultat par récurrence.

Par ailleurs :

houloh™ = (houoh_l)z

5. Toujours pas I’amant de la princesse.



12 . —Recherche d’un supplémentaire stable

a)
vw e W, u(p(w)) = u(w)

puisque u(w) € W .

Yw € Wy, p(u(w)) = p(0)
0

I
£
—~
(=)
~—

Puisque V' = W @ W, ce qui précede prouve que

pOouU=1UOpP.

b) Puisque W est h-stable et de dimension finie, et & est un automorphisme, h(1W) = W si bien que W
est h~1-stable.
Il en résulte immédiatement que Imp C W .

Enfin, comme W est h-stable (donc évidemment h*-stable,) :

N-1
Z h* o po h ™ (w)

YweW, plw) =
k=0
N-1
= % hE o hik(w)
k=0
ie.

c¢) Pourtoutw € W
p(w) =0 = w = 0;

sibienque Imp N Kerp = 0 ; ce qui entraine (théoréeme du rang) V' étant de dimension finie

V = Imp & Kerp.
Comme par ailleurs py,,; = Idg, P est bien un projecteur.

d)
N-1

pou = %thopohkou

k=0



Ainsi

DPou=uoDp.
Par ailleurs, en se souvenant que A" = Idy ; ce qui entraine que

Vk e Z, hWNtE = pF

ona:
V-l
poh = N h*opoh k!
k=0
L N1
= ho(— WFlopoh 1))
Nz
~ hop;
si bien que

e) On a déja montré que

Vo € Kerp, plu(v)) = u(p(v))
= u(0)
= u(v) € Kerp;
et p(h(v)) = h(p(v))
= N(0)
= h(v) € Kerp

13 . —Version « graduée » du théoreme de décomposition

a) Onavualaquestion 11 que h est diagonalisable; c’est-a-dire que

V= @ Ker(h—)d).
X € Sp(h)

Ainsi
YA € Sp(h), v M Ker(hatay = 0 = w7 = 0.

Ceci contredisant I’hypothese faite sur I’indice n de w,

3\ € Sp(h), v € Ker(h—1d), u" *(v) # 0.
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b) Considérons le sous-espace W u-engendré par le vecteur v donné au point précédent et suivant le
procédé de la question 8. On sait alors que la matrice de u)y est le bloc de Jordan 6 J,.

Par construction v est un vecteur propre de h . Il existe donc A € Sp(h) tel que h(v) = lv.Or XV —1
est annulateur de £ ; si bien qu’il existea € Ntelque A = (. Ainsi

h(v) = (*v.

En utilisant les résultats de la question 11, on a :
Vi<i<n-—1, h(u'(v)) = (u'(h(v))
= Clu(cm)
— Ca—l—zuz (’U) :
Ce qui prouve que la matrice de h dans la base B est bien

diag(¢®, ..., ¢ty

On a montré a la question 12 que W possede un supplémentaire Z a la fois u-stable et h-stable. Puisque
v # 0
dimZ < dimV ;

ce qui peut permettre d’établir le résultat par récurrence, comme a la question 9, pour peu toute fois
qu’on vérifie que u,z et h|z satisfont :

— u,z est nilpotent (d’indice éventuellement < 7 ;)

— h 2~ = 1d ce qui découle immédiatement de ce que hY = Id ;

— hjzouzo h‘Z’l = (u ; résulte également immédiatement de ce que houoh™ = (u .
14 . —Un exemple
a) On a montré a la question 11 que

VieN, u(V;) C Vi

Il s’ensuit que
VieN, j>1=u*V;) C Vo =0.

CommeV =V, @& Vo, & V3,
uw =0.

b) La question n’est pas claire du tout.

VI Classification des couples de matrices rectangulaires

15 . —Une réduction

L’équivalence entre (i) et (ii) est la formule de changement de base pour les applications linéaires. ¢

L’équivalence entre (ii) et (iii) est un produit de matrices par blocs.

6. Zut toujours pas I’amant de la princesse.
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16 . —Deux applications linéaires : décomposition

) — H? = Idpin.

HMH™' = HMH
_ (Im 0\ (0 B\ (L. ©
—\o -I, A 0 0 —I,
B 0 B I, 0
—\=-4 0/ o -I,
_ 0 -B
— =4 0

= —M.

— Il s’ensuit que

VkeN, HM‘*H™' = (HMH)
(=)
(—1)F Mk

— Il s’ensuit que
VP € C[X]|, HP(M)H* = P(-M).

b) Soit A une valeur propre de M et V) I’espace propre correspondant. Alors A est valeur propre de

HM H! et I’espace propre associé et HV, . Il s’ensuit que H V), est I’espace propre associé a A pour —M ;
autrement dit I’espace propre associé a —\ pour M .

c) D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton V' = Ker y (M) . Les polyndmes X" et () sont premiers
entre eux ; le lemme des noyaux assure donc que

V = KerM" & KerQ(M) .

Vo € Ker M", M"Hv = H*M"HV

= H(—M)™v
= (=1)"HM"™v
si bien que Ker M" est H-stable.
Remarquons que M et —M étant conjuguées yn; = X_u ; ce qui permet de montrer que Ker Q (M)

est également [ -stable.

17 . —Deux applications linéaires : cas nilpotent
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